Faculté Polydisciplinaire de Khouribga Année Universitaire 2020/2021

SMIA (S1), Algebre 1
Série N° : 2

Pour les exercices 6 et 8 voir : Cours d’algebre de R. Godement, Réunions et
intersetions.

Ex. 1 — Soit f: X — Y une application. Montrer que :

1) f (BlﬂBz)—ffl(Bl)ﬁffl( 2)
2) fT1(B1UBy) = f7H(B1)U f1(B)
3) f(A1U Ag) = (Al) f(A2)

4) f(A1NAg) C f(Al) f(A2)

5 f71(Y - B) = f~1(B)

Answer (Ex. 1) — 1) On a By N By C By, donc f~1(B; N By) C f~!(B1). De méme,
fHBiNBy) C f~H(By), dout f~H(BiNB2) C f~H(B1)Nf~H(B2). Soit = € f~1(B1)Nf~(Ba),
donc f(z) € By N By, alors x € f~1(B; N By), d’ol I'autre inclusion.

2) Comme pour 1), f~1(By U Bs) D f~1(B1) U f~1(By). Soit x € f~1(By U By), alors f(z) €
B1 U By, donc f(z) € By ou f(x) € By, par suite z € f~Y(B;) ou z € f~1(By), d'ont
x € f71(B1)U f~1(By), et on obtient 'autre inclusion.

3) On a Ay C A1 U Ay, donc f(Al) C f(Al @] AQ) De méme, f(AQ) C f(A1 U Ag), d’ou
f(A1) U f(A2) C f(A1 U Ag). Soit y € f(A1 U Ag), alors y = f(z) ou x € A U Az. Donc
y € f(A1) ouy € f(Az). Douy € f(A1)U f(Az), et on obtient I'autre inclusion.

4) On a A1 N Ay C Ay, alors f(A1 N Ag) C f(A1). De méme, f(A; N As) C f(A2). D’ou 4).
5) Soit z € X, on a

cefY(Y-B) & f(x)eY-B
& flz)¢B
s ¢ [T1(B)
& reX - fYB),
d’ou 5).
Ex. 2 — Soit f: X — Y une application. Montrer que les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) f est injective.
b) f~1(f(A)) = A pour toute partie A de X.
c) f(A1 N Ag) = f(A1) N f(A2) pour toutes parties Aj, A de X.



Answer (Ex. 2) — a) = b). Soit A une partie de X. On a toujours (voir les notes de
cours) f~1(f(A)) D A. Montrons I'autre inclusion. Soit x € f~1(f(A)), alors f(z) € f(A)
c’est-a-dire, f(z) = f(2') on 2’ € A. Puisque f est injective, z = 2’ € A.

b) = a). Soient z,2" € X tels que f(x) = f(2’). On pose A = {2'}. On a f(A) = {f(2')} et
re fTHf(A) =Adoux =2

a) = c). D’apres 4) de Ex. 1, On a toujours f(A; N As) C f(A1) N f(A2). Montrons l'autre
inclusion. Soit y € f(A1) N f(A2), alors y = f(x1) = f(x2) on 21 € Ay et xo € Ay. Puisque f
est injective, 1 = x9, d’ou y € f(A1 N A3).

¢) = a). Soient z,z’ € X tels que f(xz) = f(2/). On pose 41 = {z} et A2 = {2'}. On a
f(z) = f(2) € f(A1) N f(A2) C f(A1 N As). Donc A1 N Ay # & (car f(&) = &, voir cours),

c’est-a-dire, z = 2'.

Ex. 3 — Soit f : X — Y une application. Montrer que les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) f est surjective.
b) f(f~1(B)) = B pour toute partie B de Y.

Answer (Ex. 3) — a) = b). Soit B C Y. D’apres les notes de cours, il suffit de montrer
que f(f~1(B)) D B. Soit y € B, alors il exite x € X tel que f(z) = y. Donc z € f~4(B),
dol y € F(/~1(B)).

b) = a). Soit y € Y. On pose B = {y}. On ay € B C f(f~1(B)). Donc y = f(x) pour un
certain x € X.

Autre méthode : On prend B =Y, donc Y = f(f~1(Y)) = f(X) (car f~1(Y) = X).

Ex. 4 — Soit f: X — Y une application. Montrer que les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) f est injective.
b) Quelles que soient les applications g,h : Z — X,
fog= fohimplique g = h.

Answer (Ex. 4) — a) = b). Soient les applications g, h : Z — X, telles que fog = foh.
Soit z € Z. On a f(g(z)) = f(h(z)) alors g(z) = h(z). D’ou g = h.

b) = a). Soient x, 2’ € X tels que f(z) = f(a’). On prend Z = {z} et g,h : Z — X telles que
glx) =z et h(x) =2'.Ona fog= fohdonc g =h, cest-a-dire, x = g(z) = h(z) = 2.

Ex. 5 — Soit f : X — Y une application. Montrer que les conditions suivantes sont équi-
valentes :
a) f est surjective.

b) Quelles que soient les applications g,h: Y — Z,
go f=ho fimplique g = h.

Answer (Ex. 5) — a) = b). Soient g,h : Y — Z des applications telles que go f = ho f.
Soit y € Y. Alors il existe z € X tel que f(z) =y. D’ou g(y) = go f(x) = ho f(z) = h(y).
b) = a). Soit g = 14x) : Y — {0,1} la fonction caractéristique de f(X) :

g(y)=1siye f(X), g(y) =0siy ¢ f(X) (voir les exercices supplémentaires).



Soit h : Y — {0, 1} Papplication définie par h(y) = 1 pour tout y € Y. Ona go f = ho f, donc
g = h. Or h est la fonction caractéristique de Y. D’ou f(X) =Y (car 14 =1p = A= B) et
f est surjective.

Ex. 6 — Soit (A;);er une famille non vide de parties d’un ensemble X. Montrer que
a)
X -4 =X - 4).
iel iel
b)
X -4 = Jx - 4)).
iel iel
Ex. 7 — Soient (A;)icr et (Bj)jes deux familles non vides de parties d’'un ensemble X.

Montrer que
a)
UaNUsn= U “nBy).

iel jeJ (4,5)eIxJ

b)
(A UNBY)= (] (AuBy).
iel JjeJ (4,5)eIxJ

Answer (Ex. 7) — a) Onpose A= JA4;,, B= UB;;C= | (4inNBj).
iel jeJ (i,5)eIxJ
Soit (i,j) € I xJJ. Ona A;NB; C AN B. D'ou C C AN B. Inversement, soit + € AN B,
alors il existe (ig,jo) € I x J tel que x € A;; N Bj,. Par conséquent, x € C, d'on ANB C C.
b) On peut la montrer, soit directement comme pour a), soit en utilisant a) et Ex. 6. Pour
la seconde méthode, on pose A’ = |JCxA;, B = UCxB;, ¢'= | (Cx4;nCxBj).
i€l jeJ (4,5)EIXJ

D’apres a), on a A’N B’ = C’. En passant au complémentaire et en utilisant Ex. 6, on obtient
b).

Ex. 8 — Soit f: X — Y une application.
1) Soit (A;)ier une famille non vide de parties de X. Montrer que
a)
F(J4) = Jr).

i€l i€l

F()A) € ()F(4)

i€l i€l
et qu’il y a égalité si f est injective.
2) Soit (Bj)jes une famille non vide de parties de Y. Montrer que
a’)
FHUB) = U B)).

jeJ jeJ



OB = f1(By).

jeJ jeJ

Ex. 9 — Soient f: X — Y, g:Y — Z deux applications, et h = g o f I'application
composée. Montrer que
a) Si h est injective, f est injective. Si de plus f est surjective, alors g est injective.

b) Si h est surjective, g est surjective. Si de plus g est injective, alors f est surjective.

Answer (Ex. 9) — a) On suppose que h est injective. Soient z, 2’ € X tels que f(x) = f(2').
Alors h(z) = h(z'). D’ot 2 = 2’. Si on an en plus f est surjective, alors f est bijective, et par
suite g = hf~! est injective (la composée de deux applications injectives est injective).

b) On suppose que h est surjective. Soit z € Z. Il existe z € X tel que z = h(z) = g(f(x)).
D’ot1 g est surjective. Si de plus g est injective, alors g est bijective, et par suite, f = g~ 'h
est surjective (la composée de deux applications surjectives est surjective).

Ex. 10 — Soient f: X =Y, g9:Y — Z, h: Z — T des applications. Montrer que si g o f
et h o g sont bijectives, alors f, g et h sont bijectives.

Answer (Ex. 10) — D’apres Ex. 9, g est surjective, f est injective, h surjective, et g est
injective. Donc g est bijective, et par suite, f =g logo fet h=hogog ! sont bijectives
(la composée de deux applications bijectives est bijective).

Ex. 11 — Soient X un ensemble et A, B deux parties de X. On définit I'application
f:2(X)— P(A) x P(B)

par
f(Y)=(YNAYNB)

pour tout Y C X.
A quelle condition doivent satisfaire A et B pour que f soit injective? pour que [ soit
surjective ?

Answer (Ex. 11) — On a f(@) = (9,9), f(A) =(A,ANB), f(B)=(ANB,B), f(X) =
(A,B), f(AnB)=(ANB,ANB) et f(AUB) = (A, B).

On suppose que f est injective. Puisque F(X) = f(AU B), on a X = AU B. On va montrer
que cette condition est suffisante pour que f soit injective. Soient Y)Y’ € (X)) tels que
fY)=f").DoncYNA=Y'NAet Y NB=Y'NB.Dou

Y=YN(AUB)=(YNAUYNB) =Y'nAUlY'nB)=Y'Nn(AuB)=Y".

Finalement, f est injective ssi X = AU B.

On suppose maintenant que f est surjective. Donc il existe Z € Z2(X) tels que f(Z) = (4, 2).
Donc ZNA=Aet ZNB = &. Alors A C Z, et par suite ANB C ZNB = &.D'ou ANB = 2.
On suppose maintenant que cette condition est valable. Soient (A’, B') € #(A) x & (B). On
a

f(A'UB') = ((AUB)NA,(AUB)NB) = (A'NA)U(B'NA),(ANB)U(B'NB)) = (A',B)

4



car ANA=A BnNB=B,BNA=ANB=g (car BNACBNA=0 et
A'NB C AN B = @). Finalement, f est surjective ssi AN B = &.



